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INTRODUCTION 


En électronique, un élément à entrées et sorties multiples est appelé une boîte noire. Du point de vue 
nithématique, il peut être représenté par une matrice. Le groupement de deux boîtes noires & et Z, corres- 
pondant à des matrices A et B, et branchées en parallèle, est équivalent à une boîte noire unique (&, C). 
On note C = A : B, et on dit que C est la somme parallèle de A et de B. 

Dans la partie II du problème, on étudie l'application (A,B) — A:B. On s'intéresse, dans la partie IH, à 
unc opération qui correspond, du point de vue physique, à la mise hors circuit de certaines parties d’un réseau 
électrique. La partie I est consacrée à des préliminaires. 


NOTATIONS ET RAPPELS 


Dans la suite, R est le corps des nombres réels, et € le corps des nombres complexes. On note R, 
l'ensemble des nombres réels positifs ou nuls et, pour À € C, À est le nombre complexe conjugué de À. 


On désigne par E un C-espace vectoriel hermitien de dimension finie non nulle n. Le produit scalaire 
de deux vecteurs x et y de E est noté (x| y). L'application (x, y) — (x|y) vérifie donc, pour tous 
X,7,z2€ E ettous À, & C: 


L'OTNER,, et (xl x) = 0 siet seulement si x = 0. 
ONE EEE 
3. (x + ylz) = (xl 2) + (yl2). 


ty 


AIS ES GE (le): 
5. (Ax|y) = À(x] y). 
6. (x|A y) = À(x] y). 


La norme d’un vecteur x de E est définie par | x || = / (xl x). 


On note Ÿ l'algèbre des endomorphismes de E. Pour LL gE£Z, fg est le composé fog, im(f) 
l'image de f, et ker (f) le noyau de f. La norme | f| de f est définie par: 


f(x) 1 
l x 


HI = sup :xEE, ,x#0!. 


Pour tout endomorphisme f de E, il existe un unique élément f* € Z, appelé adjoint de f, et tel que : 
(f(x) y) = (xl f#(»)) 
pour tous x, y € E. On rappelle que (f*)*= f. 


Un élément de Z est dit hermitien s’il est égal à son adjoint. On note # l’ensemble des endomor- 
-himes hermitiens de E. On rappelle que, pour f € £, les conditions suivantes sont équivalentes : 


7.fEH. 


8. IL existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres pour f, et toutes les valeurs 
; propres de f sont réelles. 


Un élément de .# dont toutes les valeurs propres appartiennent à R, est dit hermitien positif. 
: On note .#* l’ensemble des endomorphismes hermitiens positifs de E. 
Pour f, ge #*, on dit que g domine f, et on écrit alors f< g, si g — f appartient à #*. 


Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note F * l’orthogonal de F dans E, et p° la projection 
orthogonale de E sur F, autrement dit, la projection de E sur F parallèlement à F!. On rappelle que p° 
est un élément de #*. 


PARTIE I 


Duns toute cette partie du problème, f, g et h désignent des endomorphismes de E. Les questions 1, 2 et 


+ sont indépendantes. 


La Soient à le nombre complexe de module 1 et d'argument +, et y, z des vecteurs de E. Exprimer les 


produits scalaires : 


© |A 


{f(y+z)ly +2) et (f(y + iz)| y + iz) 
en fonction de : 


fil»), -F)12, (O2), ((z)l y). 


es 
e 


. En déduire que les conditions suivantes sont équivalentes : 
(C,) fest nul. 
(C,) (f{x)| x) = 0 pour tout vecteur x de E. AIS. 


ec. Prouver l’équivalence des conditions suivantes : 
(Cy) fEH. 


(C) (f(x)lx) ER pourtoutx € E. 


d. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 
(CO). SET. 
k (C,) (lx)lx) ER, pourtoutxE E. 


2, On suppose que fE.#*.Soit x un vecteur de E vérifiant : 
(f(x) 1 x) = 0. 
Prouverque x € ker(f). 
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+. F'endomorphisme f étant à nouveau quelconque, établir les égalités suivantes : 


Him(flf=ker(f*), ker(f) = fim(f*)}t. 


4. Dans cette question, on suppose que f, g, h sont des éléments de #*, etque h domine f. 
u. En utilisant les questions [1.4 et L2., prouver que : 
ker (4) € ker(f). 
Déduire alors de la question I.3. que : 


im(f)Cim(h). ps | 


b. Vérifier que f + g est un endomorphisme hermitien positif de E dominant f et g. En déduire que: 
im(f+ g)=im(f) +im(g), ker(f+ 8) = ker(f) N ker(g). 


5. a. On suppose que f est hermi'ien. Soient À,,…., À, ses valeurs propres. Établir : 
| Of EXK_ - 
IF sup{l(f(x)l x) Pal = = maxi ail; 1 <Kk< a}. 


b. On suppose que g et À sont hermitiens positifs, et que À domine g. Prouver que: 


Igl <al. ESC : 


PARTIE Il 


1. Dans cette question, f est un élément de #*. 


u. Soit (e,,…, e,) une base orthonormée de E formée de vecteurs propres pour f, avec les valeurs 


propres À, …., À, : 
fe) = Le (1<Kk< n). 
On définit un endomorphisme g de E par les formules : 


gl) = 0 si A=0, g(é)= — e si À # 0. 


Prouver que g €. #*, et que: 
fe = gf= pi, im(g) = im (f). 


b. Montrer qu'il existe un et un seul élément de £Z, que l’on notera ff, vérifiant les trois conditions 


suivantes : 

(D EH*. 

CRE 

(3) im (f9) = im (f). EC : 


c. Montrer que ker (f") = ker (f}), etque (f1)1 = f. 


# 


4 Soit Fun sous-espace vectoriel de EF. Prouver que (ph) = pr. 3 


LEE 


A 


6. 


» 


Dans toute la suite du problème, pour f et g éléments de #/*, on note [: g l'élément de 
FSSLIEETE: 


défini par : 


{l'est précisé que l'on a, en général : 
REPARER 


. Soient f et g des éléments de #*. 


a. Établir l'identité suivante : 
de TE NT 
b. En utilisant la question 1.4.b., prouver que: 
Fe ET 
En déduire l'inclusion : 
im (f: 8) € im(f) N im (g). 
«. Soient x, y, z des éléments de E tels que: 


, 4e 
Vérifier que : " 


x = (f:g)(y + 2). 
En déduire l'égalité : 


im (f: 8) = im(f) A im(g). 


. Soicnt f et g des endomorphismes hermitiens positifs de E,et x un vecteur de E. 


«4. On pose: 
= Ur LG 2e 8 TE. 
Vérifier Fégalité suivante : 
(F8) (1x) = Gb)ly + (gtla. ESC 
Lin déduire que f:g est un élément de #*. 
b. Vérifier que : e 
GR = (F:8X01x) + (+ 8 17). EC 


En déduire que f domine f: g. Prouver alors, sans calcul, que g domine f: g. 


. Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. Établir l'égalité suivante : 


DEEE T =D ESC 


. Soient f et g des éléments de #*. 


a. Soient x, y, z des vecteurs de E vérifiant : 
X= y+2z. 
Montrer que l’on a l'égalité suivante : 
(gtx) = Go + (gta — (+ 8 (8) — FOND IEC) — FO). 
b. Pour x € E, on note #/E l'ensemble constitué des réels de la forme : 
(FO) 1 y) + (g(z) 12) 

avec y,z éléments de E vérifiant x = y + z. 

Prouver que le produit scalaire ((f:g)(x)|x) est le plus petit élément de l’ensemble #/#. On pourra 

pour cela utiliser les vecteurs y, et z, définis par: 


Ja = [+ 8)" gx) + pe UE # (x), 2 = (f+ 8) FO). 
Soient f, g, 4, k des éléments de #*. En utilisant la question H.5.b., établir les résultats suivants : 
a Sif< g, alors f:h < g:h. 
b. (f:h) + (gik) < (f+ g):(h + k). 
ee (fgihe fi(g:h). 
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to 


PARTIE III 


. Soient fE #*, et F un sous- espace vectoriel de E. Vérifier que pF f" pF appartient à #°+. 


Pour tout élément f de #*, et tout sous- espace vectoriel F de E, on définit un élément de #*, noté f., 
par la formule : 


f£ = CpF im) (FA) pFNimU)) A | 


. Soient fE #*, et F un Sous-espace vectoriel de E. 


a. En utilisant la question 1.2., montrer que : 
ker ((f)") = ker(f) + F1. 
En déduire que : 
im(f) = FNim(f). 
b. Montrer que, siim(f) CF, ona fe = f. 


. Soient r un réel strictement positif, f un élément de #*, et F un Sous-espace vectoriel de E, 


a. Vérifier que : l 
(f: rp F) FA p Flim(f) = (rpf “PIS D Fhim(f) — pFNimtf) He (f: rp*) prime, 
à 


b. En déduire que : 
UF: rp°} (ft = prnimn — = Uf: Fp°}e 
C. Prouver l'égalité suivante : : 
ke = (rp*) + : (f: rp°) fi. 
Fa déduire : 


no U% — (J:rpt)] = 0. 


r— 


. On munit l'ensemble #* de la relation d ie <. Soient f, g des éléments de #*, et F un sous- espace 


vectoriel de E. On désigne par .# (f, .. l’ensemble des éléments A de #°+ qui vérifient : 
<f et im(h)CF. 

En utilisant la question IIL.3.4, établir les résultats suivants : 

a f< f. 

b. Sif< g, ona f. < g. et si, en outre, im (f)CEF, alors f< g 

€. fr est le plus grand élément de l’ensemble # (£F). 


. Soient f et g des éléments de H#*, et F,G des Sous-espaces vectoriels de E. En utilisant la 


question IIL4.c., prouver les assertions suivantes : 


a fe + ge SF + 8) 

Bb (fc = (he = ps 
(Pa = (PS a AE 
di): (ge) = (f):8 = (f: 8). 


:. Soient fE. #*, et F un sous-espace vectoriel de E. 


a. Prouver que : 
FNim(f- f;) = {0}. 
b. Soient g et h des éléments de #+ vérifiant les conditions suivantes : 
f=g+th im(g) CF, FNim(x) = {0}. 
Montrer que : 


g=h, h=/f-$f. 


